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Zusammenfassung

In diesem Beitrag werden mit Hilfe des LAGRANGE- bzw. des HamirTON-For-
malismus Moglichkeiten der theoretischen als auch der numerischen Behandlung
hauptsédchlich des Dreifachpendels vorgestellt. Dieses Mehrfachpendel zdhlt zu den
Systemen mit hoher Dimensionalitit und stellt daher eine Herausforderung an die
Untersuchungsmethoden zur nichtlinearen Dynamik dar. Wie bei den meisten nicht-
linearen Systemen solcher Komplexitit reicht das Spektrum der Schwingungsformen
von der reinen Periodizitdt bei kleiner bis hin zum Chaos mit zunehmender Anre-
gung. Neben den Untersuchungsmethoden fiir die Phasenraumkoordinaten (POIN-
CARE-Schnitt, Autokorrelation und Spektralanalyse der Zeitreihen, Darstellung in
zeitverzogerten Koordinaten) wird eine zeitliche Methode zur Untersuchung von
Wiederkehrereignissen vorgestellt. Die Zuldssigkeit linearer Ndherungen wird unter-
sucht, und nichtlineare Korrekturen werden angegeben.

6.1 Einleitung

Mit erfreulicher Begeisterung wird heute das Thema ,Gangbildanalyse“ im
Wissenschaftsspektrum der Medizin, der Physik, der Mathematik, der Infor-
matik, der Biochemie und der Psychologie als ein interdisziplinares Forschungs-
feld erkannt und zunehmend erfolgreicher behandelt.
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Schon 1m vorigen Jahrhundert, namlich 1836, berichteten die Gebriider
WEBER, WILHELM und EDUARD, in ihrer ,Mechanik der menschlichen Geh-
werkzeuge® tiber ihre Untersuchungen zum menschlichen Gang, die sie bis zu
einer passablen Theorie des Gehens und Laufens ausbauen konnten [1, 2].

Sehr eindrucksvoll erlduterte neuerdings HORVATH in seiner Phidnomenologie
des Gangbildes (3], warum streng objektive Beschreibungen fiir die Gangana-
lyse wichtig sind. Interessanterweise verhalt sich ndmlich der Korperschwer-
punkt des Menschen wihrend der sogenannten Standphase die meiste Zeit wie
ein kopfstehendes physikalisches Pendel. Er bewegt sich anndhernd auf einem
Kreisbogen um das Knochelgelenk des Fufles, wie das Pendel eines Metronoms.
Die Korpermasse halt sich dabel noch genauer an die einfachen Pendelge-
setze als der Unterschenkel in der sogenannten Pendelphase, wie BRAUNE und
FISCHER in ihrer Analyse des menschlichen Ganges herausfanden [4].

Heute weil man, daB dem Menschen ein kompliziertes und komplexes
Muskel- und Nervensystem hilft, stabile Positionen beim alltiglichen Stehen
und Laufen zu erhalten. Das wird ihm z. T. erst in besonderen Bewegungs-
abldufen wie dem Skilaufen, dem Turnen oder bei sensiblen Ausfillen mit
Beeintrachtigung der Feinmotorik bewufit.

Daher kann das Verstiandnis des mehrgliedrigen Pendels, das uns erméglicht,
auf die Stabilitat und Motorik EinfluBl zu nehmen, die weitere Entwicklung der
Gangbildanalyse wesentlich beférdern. Denn durch die Mehrgliedrigkeit 148t
sich bekanntermafen schon in der Technik eine hohe Zahl von Freiheitsgra-
den (wie z. B. beim Roboter, bei Kranen und Ketten) und damit Flexibilitét
erreichen.

Durch Stérungen kénnten solche Systeme durchaus in Schlingerbewegungen
geraten und katastrophal enden. Deshalb ist die Vorkenntnis gefahrlicher Si-
tuationen von entscheidender Bedeutung fiir die Zuverlassigkeit der Systeme.
Auf diese Weise ist eine gezielte Stabilisierung ohne Verlust an Flexibilitat
erreichbar. Entsprechende Moglichkeiten zur Steuerung eines stehenden Drei-
fachpendels wurden in der Literatur schon untersucht (siehe z. B. [5]).

6.2 Beschreibung des Modells

Es soll die ebene Bewegung des mathematischen Dreifachpendels im Schwe-
refeld mit der Fallbeschleunigung ¢ und deren Betrag g beschrieben werden.
Viele Aussagen konnen aber auch fiir den allgemeinen Fall einer Kette mit
n Gliedern getroffen werden. Soweit es moglich ist, soll dies auch geschehen.
Hier wird nur die Bewegung der Massenpunkte verfolgt. Eine Ubertragung auf
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das physikalische Pendel mit den entsprechenden Trigheitsmomenten fiir die
Pendelarme sollte nicht schwerfallen.
Die Position des n-ten Massenpunktes in der z-y-Ebene ist gegeben durch

T, = Zli sin ¢;, Yp = Z l; cos ¢ (6.1)
i=1 i=1

mit festen Pendellangen ;. Die Winkel ¢; zum Lot des vorigen Massenpunktes
bestimmen die Lage des Pendels eindeutig. Die Hangeposition ist durch 6=0
gekennzeichnet. Ein kopfstehendes Pendel erhdlt man in dieser Beschreibung
durch Ersetzen von ¢; durch ¢; + =. Somit 1af}t sich die Pendelbewegung in
der Ebene auch als Bewegung auf dem n-dimensionalen Torus 7™ als direktes
Produkt von n Kreislinien S, d.h. T = §1 x 8 x ... x §?, verstehen.

Abb. 6.1: Modell des mathematischen Dreifachpendels

6.3 LAGRANGE- und HAMILTON-Formalismus

Zur Beschreibung der Bewegung liefert die klassische Mechanik zwei wesent-
liche Zuginge, den LAGRANGE- und den HAMILTON-Formalismus, die jeweils
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fir bestimmte Aufgaben Vorteile bringen. So liefert der erstere Bewegungs-
gleichungen in Form von Differentialgleichungen 2. Ordnung, der letztere Sy-
steme erster Ordnung, was z. T. bel numerischen Untersuchungen von Vorteil
ist. Fiir einfache mechanische Systeme, etwa Systeme ohne duflere Krifte,
sind die Beschreibungen aquivalent. Eine ausfithrliche Ubersicht zur geeigne-
ten Verwendung des LAGRANGE- und HAMILTON-Formalismus findet man bei
F. KuYPERS [6].

6.3.1 Der LaGraNGE-Formalismus

Die historisch vorausgehende und sich behauptende Darstellung mehrgliedriger
Systeme ist die Darstellung im DAGRANGE-Formalismus.

Will man die Vorziige des Rechnens in rechtwinkligen Koordinaten nicht auf-
geben, so benutzt man zur Formulierung des Bewegungsproblems eines ebenen
Mehrfachpendels die LAGRANGEschen Gleichungen 1. Art

OF

k

k=1,...,2n (6.2)

mit

Xi: Kraftkomponenten

my: Massen

z,: Koordinaten

Ai: LAGRANGEschen Multiplikatoren

F;: holonomen Kopplungsbedingungen der Massenpunkte m,,...,m,.

Die A; werden so gewahlt, daB gilt:

OF;

Xy —mkmk+Z/\ axk

=0, k=12,...,r (6.3)

Sie beschreiben den Zwang, der durch die Einhaltung von holonomen Bedin-
gungen F; der Bewegung auferlegt wird. Die Zwangskrifte sind damit explizit
bestimmbar. Die Methode der LAGRANGEschen Gleichungen 1. Art ist deshalb
fir die Orthopéadietechnik interessant. Denn sie verkniipft mit der Gangbild-
analyse folgende Erwartungen [7]: ,Die Prdzision einer Bewegung ist gekenn-
zeichnet durch die Feinheit der Anpassung auf die aufgewendete Kraft, die Be-
schleunigung, wie auch Sparsamkeit (Okonomie) der Bewegung und schlieflich
auf die Genauigkeit des zeitlichen und rdumlichen Vollzugs.“
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Die Beschreibung mit rechtwinkligen Koordinaten erlaubt z. B. beim mathe-
matischen Pendel die Entkopplung der Bewegungsgleichungen.

Als Bewegungsgleichungen ergeben sich fiir das mathematische Pendel die
LAGRANGEschen Gleichungen 1. Art:

mE = +2Az (6.4)
my = 2Ay—mg (6.5)

mit der Nebenbedingung: z% + y% — 2 = F(z,y). Ohne den LAGRANGEschen
Parameter A bestimmen zu missen, erhilt man leicht aus diesen Gleichungen

;t{m( +3%) - mgy}=07 (6.6)

da i + y§ = mgy und 2z + yy = 0 ist. Mit z = lcos ¢ und y = Isin ¢ ergibt
sich daraus der bekannte Energieausdruck (1. Bewegungsintegral):

E= %lz(i)z — mglsin ¢.

Dieser Ausdruck ist integrabel und fiihrt zu einem elliptischen Integral erster
Gattung (siehe Anhang B).

Die Formulierung des Bewegungsproblems mit den LAGRANGEschen Glei-
chungen 2. Art reduziert die Zah! der benétigten Koordinaten auf die un-
abhangigen und verzichtet auf die Explizierung der Zwangskrafte. Mit Hilfe
der verallgemeinerten Koordinaten ¢; und Geschwindigkeiten ¢; erhilt man
dann die LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen 2. Art:

doL 0L .
dt@q, 5‘1{ =0, 1=1,...,2n—1. (6.7)
Fir das Doppelpendel lautet z. B. die LAGRANGE-Funktion Lj:
L, = DI Tepg (6.8)

+ mzlllz cos(¢y — ¢2)¢.51¢.52 + (M1 + ma)gli cos ¢y + magly cos ¢,.
Fir das Dreifachpendel ist die Gestalt der LAGRANGE-Funktion etwas kom-
plizierter:

Ly = Tutmatmag, mtm

5 ——2—12¢2 + == 12¢3 (6.9)

+ (mq + m3)lily COS(¢>1_ - ¢2)¢1¢2 o
+ ma[lylzcos(py — ¢3)d1¢3 + lalz cos(pa — B3)Pada)
+ (my 4+ mg + m3)gl; cos ¢1 + (mg + m3)glz cos ¢z + magls cos ¢s.
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Diese Strukturen enthalten Terme, die zu Nichtlinearitaten in den Bewegungs-
gleichungen flihren. Sie sind aber noch relativ einfach und iiberschaubar.

Ein weiterer Vorteil des LAGRANGE-Formalismus besteht darin, daf8 die LA-
GRANGEschen Gleichungen auch fiir wirkende Kréfte, die z. T. ein Potential V
haben, formulierbar sind:

d oL 0L

Die @ sind die Kraftkoordinaten zu den Koordinaten g im Ausdruck fiir die
virtuelle Arbeit 6 A der dufleren Kraft in den virtuellen Verriickungen:

§A =" Qi bgx. (6.11)
k

Dies ist eine Erweiterung des Kraftbegriffs, die als mathematische Definition
zuldssig ist. Solche Anwendungsprobleme treten in der Mechanik lebender
Kérper auf (siehe z. B. [8]).

6.3.2 Der HaMILTON-Formalismus

Ein Vorteil des HAMILTON-Formalismus zeigt sich bei der Behandlung konser-
vativer Systeme. Fir diese Systeme stimmt die HAMILTON-Funktion H mit
der zeitlich konstanten Energie £ des Systems iiberein. So eignet sich in die-
sen Fillen die Energie als Parameter fiir die Bewegungszustinde. Der Wert
von F ist durch die Anfangsbedingungen Ort ¢p und Impuls g eindeutig be-
stimmt. Beispielsweise kann man einem Pendelsystem Energie in Form eines
aufleren Impulses oder durch Auslenkung der Pendelglieder zufithren. Sind
etwa alle Massen und Léangen gleich m bzw. [, so wire die dimensionslose
GroBe ¢ = E/mgl ein geeigneter Analyseparameter. Bei ungleichen Langen
braucht man zur Beschreibung der Pendelbewegung zusatzliche Parameter,
z. B. entsprechende Massen- und Langenverhéltnisse.

Die genannten Formalismen, der LAGRANGE- und der HAMILTON-Formalis-
mus, erfordern das Aufschreiben der potentiellen und der kinetischen Energie
des Systems, was fiir das ebene mathematische Mehrfachpendel auch im all-
gemeinen Fall moglich ist. Bei der folgenden Normierung (Gesamtpotential
V(")(¢; = 0) = 0) wird die hingende Ruheposition des Pendels ausgezeichnet.
Haufig wird jedoch eine andere Normierung des Potentials vorgezogen (siehe
Abschnitt zum LAGRANGE-Formalismus). Die potentielle Energie V" des aus
n Gliedern bestehenden Pendels lautet:

v :meile (1 — cos ¢;) (6.12)
=1 j=1
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bzw. "
v = gzﬂ;n)lj (1 — cos ¢;) (6.13)

i=1

§") = Y _m;. Die kinetische Energie T(* ist gegeben durch:

i=j

mit der Masse p

n

T =3 T (@4

i=1

Mit Hilfe von (6.1) kann man die Ableitungen von z; und y; ersetzen und erhilt
eine Darstellung in den Winkeln und deren Ableitungen allein.

Im weiteren soll auf die Indizierung nach der Gliederzahl verzichtet werden,
da die Bedeutung, um welche Art Pendel es sich handelt, jeweils spezifiziert
wird bzw. die Beziehungen allgemeingiiltig sind.

Die HAMILTON-Funktion H gewinnt man durch LEGENDRE-Transformation
aus der LAGRANGE-Funktion L:

H=> pig—L. (6.14)

Hierbei sind die p; = X die verallgemeinerten Impulse. Dieses System
qi

von Gleichungen benutzt man zur Substitution der ¢;, was bei einer grofie-

ren Zahl von Koordinaten sehr aufwendig bzw. nur mit groflem Zeit- und

Ressourcenbedarf! erreichbar ist.

In unserem gall ist V nicht von den Geschwindigkeiten abhangig. Somit ist
T
einfach p; = 30 und da T eine quadratische Form ist, folgt H = T + V.

1
In diesem einfachen Fall erhélt man die Impulse durch eine beziiglich § und
¢ lineare Transformation p = A4, wobei A eine symmetrische und positiv
2

o*Tr

definite Matrix mit den Elementen A;; = EREYS ist. Diese hdngt i. allg. noch
4:99;

von den Koordinaten ¢; ab. Dann ist die HAMILTON-Funktion durch

H = %[)‘TA“115‘+ 1% (6.15)

gegeben. Aus H folgen die HAMILTONschen Bewegungsgleichungen
OH . 0H

q: = 8171" D = '—aq1

(i=1,2,...,n) (6.16)

1 Papier oder Speicherkapazitit beim Computer
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oder mit der Matrix A fiir konservative Systeme
7]

a
= —=pT Sy V. 17
P 210 3 —A ~ % V. (6.17)

Speziell besitzt das ebene Doppelpendel (n = 2) die HAMILTON-Funktion
H = H(d)l» ¢27 plap?) mlt

1 m\’ pip: | (P2
H = W [(K) —2COS(¢1 (bz) lllz +;2- (T;) :| (618)

+ 19l (1 —cos é1) + paglz (1 — cos ¢2)

g=A""p

und den Abkiirzungen V' = my +m3sin®(¢1 — ¢2) und pyg = my+my, p2 = ma.
Die entsprechenden Bewegungsgleichungen lauten dann:

¢ = 1 [& — p—22c08(¢1 - ¢z)] ,

llN ll l
, _ sn2=a) [ (n P
YV [# (ll) e (’2)}
- W) [p1 + p2 cos?(¢, — ¢2)] plp — paghsin ¢y,
oo L [me
b2 = LN pals 4 os(é1 ¢2)],

o sn2-d) [ (m\, (P
b= 2N 2\ ) TG
sin(¢2 — ¢1)
- A2 [
Die HAMILTON-Funktion fiir ein ebenes Dreifachpendel (n = 3) ist mit

fi1 + pa cos?(¢y — ¢2)] Zi — paglz sin ¢y

N = mymy + mimgsin®( — ¢3) + ma(my + m3) sin®(¢1 — ¢2)

und
g1 =mqp+ma+m3, py=mg+ms, [z=mg

gegeben durch:

2
H = % (42 — p3 cos®(B2 — ¢3)] (1;—11)
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1 2
+ W [lh — K3 C052(¢1 - ¢‘3)] (%)

1 2
toN % (11 — p2 cos* (1 — 62)] (Il’—:)

S [(2p2 — p3) cos(¢1 — @2) + p3 cos(@1 + 2 — 2¢3)] %ﬁ
162
- Wﬂ,g [cos(p1 — d3) — cos(d1 — 2¢2 + ¢3)) w
L (2 — ) cos(ds — ) — 2: — ¢2 — ¢a)) 2222
7 (281 — pa) cos($z — o) — pacos(261 — d2 — ¢a)] 7

+ p1gh(l — cos ¢1) + pagla(l — cos ¢2) + pagls(l — cos ¢3).

Schon hier zeigt sich der enorme Aufwand zur Bestimmung von H, der sich
vor allem aus der Invertierung von A ergibt. Die HAMILTONschen Bewegungs-
gleichungen fir das Dreifachpendel enthalten so viele Terme, da8 sie hier nur
z.T. wiedergegeben werden kénnen:

d"l = {[#2 — U3 COS2(¢2 - ¢3)] I;—;
1
— 2 (212~ ) cos( — ga) + s cos(dr + b — 265)) T
142
= i leos(or — 6a) = cos(r — 26 + )] £ N
143

¢y = {[/11 — p3 cos’(¢1 — ¢3)] %2'

2

- % (262 — p3) cos(¢1 — #2) + pz cos(é1 + ¢a — 2¢3) l l

- % (2411 — ) cos(@a = 6) — pa cos(261 — b2 — és)] - } o
H3 3
- %ﬂz [cos(ds — @3) — cos(d1 — 2¢3 + #3)] ip‘;‘
13

- % (21 — p2) cos(¢pz — ¢pa) — pa cos(2¢1 — ¢2 — ¢3)} }N_ .
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Fiir den Fall mit n Gliedern lafit sich die Transformationsmatrix A noch
relativ einfach angeben. Es ist

Ay = plil; cos(éi — ¢;), [ =max(z, )

mit der Substitution p; = Z::j my. Da auch die potentielle Energie, wie
oben angegeben, voll bekannt ist, wird hiermit auch der allgemeine Fall formal
beschrieben.

Die HAMILTON-Funktion findet auch Verwendung in der statistischen Physik
bei der Berechnung des Zustandsintegrals

Z:/ drqd"pe PH(IP)

mit 3 = 1/k@. Hierbei ist k£ die BOLTZMANN-Konstante und @ die absolute
Temperatur. Die Integration iber die Impulse 148t sich wegen der GAUSS-
Form unter Verwendung von (6.15) sofort ausfithren. Es verbleibt dann nur
noch die Integration im Koordinaten-Raum:

7= (\/27rk@) N / gVt A e PV @

Eine andere Integrationsmethode wire die iiber Energieschalen mit konstanter
Niveaufliche E. Die statistische Behandlung fiir das Pendel soll hier aber nicht
weiter verfolgt werden.

6.4 Naherungen

6.4.1 Die harmonische Niherung und nichtlineare
Korrekturen fiir das Doppelpendel
Die Bewegungsgleichungen fiir das Doppelpendel in der harmonischen Nahe-
rung haben die einfache Gestalt
llllféél + mallady + prghér = 0
hlz$r + 3¢5 + glads = 0,
wobei p; = m; +my ist. Mit dem Ansatz ¢, = Ae™t (k = 1, 2) ergeben sich

aus den Loésungen der zugehorigen charakteristischen Gleichung die méglichen
Frequenzen wy:

Wiy = 2mf11l2 {#1 (h+ L) £ Vs [ (b + 1) — 4m11112]} .
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Abb. 6.2: Frequenzen wf'z des Doppelpendels (harmonische Niherung) als Funk-
tion der Parameterm; (a) und I3 (b)

Aus den Abbildungen 6.2a und 6.2b ist ersichtlich, daf8 eine Frequenz eine
starke Parameterabhingigkeit zeigt, wahrend die andere Frequenz nur schwach
von diesem Parameter beeinflut wird. Um die Grenzen der harmonischen
Néherung zu bestimmen, wurde ein nichtlineares Korrekturglied in den Bewe-
gungsgleichungen beriicksichtigt, das den nichtlinearen Einflul der Winkelge-
schwindigkeiten ausdriickt:

ﬂllfé;l + mﬂﬂ}égz + /f1911¢1 + malilh(éy — ¢2)<f;§ =0
Lilydy + B5¢s + glady — lila(¢1 — ¢2)8] = 0.

Fiir die Lésungen ¢; der nichtlinearen Niherung wurde hier ein Potenzreihen-
ansatz gewahlt:

$1(t) = an +ant + apst’
$2(t) = ax + agt + axnt’.

Quantitative Aussagen sind wichtig fiir die Analyse nichtlinearer Effekte, vor
allem dann, wenn die Gleichgewichtslage linearisierter Systeme die Dynamik
nicht ausreichend beschreibt (siehe auch Artikel von K. SCHIELE, Abschn.
5.4). Sind nichtlineare Effekte bedeutsam, dann miissen problemangepafite
Losungswege beschritten werden. Dazu sind die Bewegungsgleichungen er-
forderlich (siehe z. B. [9]). Das trifft fir die Mehrfachpendel als konservative
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Abb. 6.3: Doppelpendel — Korrekturfunktion der nichtlinearen Niherung:

Q= ZIZZ (Funktionen von oben nach unten fiir t = 0: ¢12; Q(t[s]); é1; ¢>2)
192

Systeme mit grenzstabilen Losungen zu. Obiges Verfahren erlaubt die Erarbei-
tung eines Uberblicks iiber mégliche Losungen in Abhéngigkeit von System-
parametern. So ergibt sich aus der Korrekturfunktion @ (siehe Abb. 6.3 bis
6.7) ein Bereich der Ungiiltigkeit der harmonischen Naherung, der nicht so
offensichtlich ist. Auch F. KUYPERS wies schon auf die Zusatzbedingung fiir
die harmonische Niherung hin ([6], S. 348).

6.4.2 Die harmonische Niherung und nichtlineare
Korrekturen fiir das Dreifachpendel

Als Bewegungsgleichungen fiir das Dreifachpendel in der harmonischen Nahe-
rung ergeben sich

ﬂll%lﬁ /121112%2 + m3lll3(%3 + pighds = 0
palilzh + le§¢2 + m:.s_lzls¢3 + pagla s
Lispy + llagy + Bz + glaga

i
o o

mit gy = my + mg + m3 und gy = my + ms.
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Abb. 6.4: Frequenzen w; des Dreifachpendels (Nullstellen der abgebildeten Funk-
tionen)

Beriicksichtigt man die nichtlinearen Korrekturterme in den Winkelge-
schwindigkeiten ¢;, so ergibt sich hier:

,Ullfél + palilady + mslilags + prgh
+ talila(¢1 — $2)8% + mahils(ds — bs)¢3 = 0
/121112&'1 + /121%2 + msl‘zlsﬁgs + paglads
— pahila(b1 — 2)é} + malals (s — 63)85 = 0
hizgy + Lolsda + Bids + glad
— Lils(¢1 — ¢3)8} — bals(g2 — 93)¢5 = 0.

Auch hier wurden mit einem Potenzreihenansatz fiir die Funktionen ¢; die
nichtlinearen Korrekturen bestimmt:

(t) = an + at + agat®
(t) = an + azt + agt?
)

h
b2
#3(t) = as + asat + asst’.
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Abb. 6.5: Die Funktionen ¢; in der nichtlinearen Niherung (Dreifachpendel; von
oben fiirt = 0: ¢3; ¢1)
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Abb. 6.6: Die Korrekturfunktion fiir das Doppelpendel
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Abb. 6.7: Die Korrekturfunktion fiir das Dreifachpendel (Sonderfall: ¢y = ¢q;
Iy = I3; unten: Intervall [0,1])
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6.5 Betrachtungen zur Stabilitat

6.5.1 Lineare LYAPUNOV-Stabilitit

Das Wertespektrum der Eigenwerte des linearisierten Systems der Bewegungs-
gleichungen bzw. die (charakteristischen) LYAPUNOV-Exponenten geben einen
Uberblick iiber die Stabilitit gegeniiber kleinen Stérungen des Systems. Sie
sind ein MaB fiir das exponentielle Auseinanderlaufen benachbarter Trajekto-
rien in die jeweilige Raumrichtung: z;(¢) ~ exp(\;t).

Von LYAPUNOV wurden Bedingungen erarbeitet, die es ermoglichen, Aus-
sagen zur Stabilitdt in der Nihe der Fixpunkte (kritische Punkte) zu treffen.
Man betrachtet dabei das Eigenwertspektrum der linearisierten Bewegungs-
gleichungen an diesen Punkten. Grob gesagt ist ein System stabil, wenn alle
Eigenwerte A; negativ sind und somit ein exponentielles Entfernen benachbar-
ter Trajektorien unmoglich wird.

Es sollen nun die Untersuchungen zur linearen Stabilitat [10] an den Gleich-
gewichtspunkten ¢ = 0,5 = 0 fiir das Pendel erfolgen. Man erhilt die ent-
sprechenden Lagen am einfachsten aus den Bewegungsgleichungen {6.17). Die
Impulse sind (die einzige Losung) identisch null, d. h. = 0. Damit muf auch
0V/8<; = 0 sein, d. h. sin ¢; = 0Vi. Die einzelnen Winkelkoordinaten kénnen
wahlweise die Werte 0 oder = annehmen. Gleichbedeutend kénnen die Langen
der einzelnen Pendel durch negative Werte ersetzt werden, um den kopfstehen-
den Fall zu erzeugen. So besitzt das Doppelpendel 4 Gleichgewichtslagen, das
Dreifachpendel 8 und allgemein das n-fach-Pendel 2" Gleichgewichtslagen.

FaBt man die Vektoren @ und P zu einem Vektor X = (¢,17)T zusam-
men, so kann man die HAMILTONschen Bewegungsgleichungen in der Form

X = f(X, t) schreiben. Hieraus erhilt man das lineare System

—

Z=¥-7 (6.19)

mit der JACOBI-Matrix (Funktionalmatrix) J* = af f/0X an den Fixpunkten
X*. Im allgemeinen kénnen die Elemente dieser Matrix noch von der Zeit
abhangen, was jedoch fiir das hier betrachtete konservative System des Pendels
nicht zutrifft.

Im Fall des Doppelpendels kann man das Stabilititsverhalten explizit aus
den Eigenwerten von J* bestimmen. Im stehenden Fall sind die Eigenwerte
«MiE=1,.. .,4) gegeben durch

VML + VIFEIE—aM, w0 = x®,

RO

' ‘\/MT
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g
D = \ﬁ—m \/ ML - VM2 —4M, P = &)

. ma L+
mitM=1+—und L = .
my \/lllg

fcgl) und n(31) sind positiv, wobei der erstere zeitlich gegeniiber dem letzteren
dominant ist. Die Bewegung ist instabil.

Die Eigenwerte fcf-z) fiir das hangende Pendel sind alle rein imaginér; somit
liegt ein elliptischer Fixpunkt vor. Man erhalt sie aus dem vorigen Fall durch
Substitution /; — —{; und I, — —I;. Sie lauten:

M =1,

(2 _ .
i TURGT,

Alle Wurzelterme sind reell. Die Werte

K 4.

ey

Die Definition von L wird beibehalten. Die Bewegung (Schwingung) verhalt

sich stabil, und die positiven Imaginarteile entsprechen den Frequenzen w;.
Aufler den betrachteten Fillen gibt es noch zwei weitere instabile Gleich-
gewichtspunkte, beide in eingeknickter Stellung. Ausgehend von den Gelenk-
punkten zejgt jeweils einer der Arme in Richtung des Schwerefeldes (¢; = 0)
und der andere in die entgegengesetzte Richtung (¢; = 7). Flir¢; =0, ¢, = 7
Lhi-1

erhilt man nun mit L = dieselbe Losungsform fiir die Eigenwerte wie

1
beim stehenden Pendel. Im Grunde wurde dieser Fall aus dem hiangenden Pen-
del durch Substitution l; — —I; erzeugt. Auch der entgegengesetzt geknickte
Fall besitzt dieselbe Lésungsform fiir die Eigenwerte wie das stehende Pendel.

Dieser kann aus dem hangenden Pendel durch Substitution l; — —{; erzeugt
werden. Dann ist L = u

Vil

Die gemachten Aussagen konzentrierten sich bisher auf die Stabilitat in der
Umgebung der Fixpunkte. Allgemeiner 188t sich das mittlere Systemverhalten
mit beliebigen Anfangsbedingungen X, und zeitlich verinderlichem Vektor-
feld f untersuchen (s. [11], Abschn. 3.3). Hierzu betrachtet man die zeitliche

asymptotische Entwicklung ¢ — oo von Z(t). Man erhalt dann die (eindimen-
sionalen) LYAPUNOV-Exponenten aus /\,-()—(‘0) = tliglo ?ln ”Z(t)”, wobei Z(t)
in Richtung des i-ten Eigenvektors zeigt.

Der stabile Schwingungszustand 138t sich im Phasenraum durch Trajekto-
rien mit konstanten Frequenzverhiltnissen der einzelnen Moden darstellen,
wobel sowohl periodische als auch fastperiodische Bewegungsformen auftreten
konnen, die jedoch beide ein regelmafliges Phasenbild zeigen.

Doch sind 1. allg. auch kompliziertere Bewegungen bei starkerer Anregung
moglich, die sich zeitlich asymptotisch auf - teilweise verwickelten — Attrak-
torstrukturen einfinden kénnen, etwa auf seltsamen Attraktoren mit fraktaler
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Dimensionalitat. Letztere treten jedoch bei konservativen Systemen wie den
hier betrachteten Pendeln nicht auf. Denn fiir die Divergenz des durch die
HaMmiLTONschen Bewegungsgleichungen (6.16) gegebenen Vektorfeldes f gilt

" r o (O0H 0 (OH
d. = —_— - — = = 0’
i ; {5‘%‘ (310]‘) Op; (0%' ) }

woraus sich ableitet, dafl das Phasenraumvolumen erhalten bleibt. Somit kann
dessen HAUSDORFF-Dimension nicht kleiner als die zugrundegelegte Phasen-
raumdimension werden. Wohl aber kann sich das Phasenraumvolumen noch
auf vielfaltige Art deformieren.

Firr die LYAPUNOV-Exponenten }; folgt aus der Volumenerhaltung auBer-
dem:

Somit ist zumindest einer der LYAPUNOV-Exponenten positiv. Diese Positi-
vitat ist fiir die sensitive Abhangigkeit von den Anfangsbedingungen verant-
wortlich. Als Merkmal fiir Chaos und damit Instabilitit ist diese Eigenschaft
zwar notwendig; umgekehrt kann jedoch nicht zwingend bei Vorliegen posi-
tiver LYAPUNOV-Exponenten auf globales chaotisches Verhalten geschlossen
werden.

6.5.2 Kriterium von TobA und BRUMER

Mit Hilfe dieses Kriteriums kann man aus der Form des Potentials V' Aus-
sagen zur lokalen exponentiellen Instabilitit des Systems treffen [11]. Hierzu

2
bestimmt man aus der quadratischen Matrix mit den Elementen (— BZ ;; )
U@

die Eigenwerte Ag. Ist wenigstens einer der Eigenwerte positiv, so gibt es eine
solche lokale instabile Region im Phasenraum.

Fir das Pendel lassen sich diese Eigenwerte sehr leicht auch fiir den all-
gemeinen Fall beliebiger Gliederzahl bestimmen. Da keine gemischten Koor-
dinatenterme im Potential existieren, liegt eine Diagonalgestalt der Bestim-
mungsmatrix vor. Die Eigenwerte sind gleich diesen Diagonalelementen, d. h.,

es ist
Ap=—gli (Z mi> cos Py (6.20)

=k
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id

Positive Eigenwerte erhilt man also nur fir Werte 7 < é¢ < %TK‘, d.h. in
Positionen, die der stehenden Lage niher sind. Wahlt man etwa p; = p; =
ps = 0 und ¢; = ¢2 = 0, so wire eine kritische Energie £, = m3 g 5.

Aber auch Anfangspositionen, die nicht unter solchen Bedingungen starten,
kénnen durch das gegenseitige Aufschaukeln in Lagen der lokalen Instabilitat
fihren. Das hier aufgefiihrte Kriterium ist nicht hinreichend fiir Aussagen zur

globalen Instabilitat.

6.6 Bewegungsformen des Dreifachpendels —
Periodizitat und Chaos

Am einfachsten lassen sich die Bewegungsformen aus den Integralen der Bewe-
gung ableiten. Die Nichtlinearitaten in den Bewegungsgleichungen verhindern
z. 7. eine partikulire oder vollstindige Losung der Bewegung durch Integrale
bzw. machen dies wie beim Dreikdrperproblem fiir den allgemeinen Fall prin-
zipiell unmdglich. Somit ist man vor allem auf numerische Untersuchungen,
so auch hier, angewiesen.

Die Schwingungsformen des Dreifachpendels reichen je nach Anregung der
Pendelglieder von der harmonischen Schwebungsschwingung, wie sie fiir linear
gekoppelte Federpendel bei kleinen Auslenkungen bekannt sind, bis hin zur ir-
reguliren, oftmals chaotischen Bewegung bei starker Auslenkung. Zumeist ist
hierbei zu beobachten, daB ruhige Phasen mit unruhigen ,Zappelbewegungen
scheinbar zufallig wechseln, und dies, obwohl die zugrundeliegenden Bewe-
gungsgleichungen, wie oben beschrieben, deterministisch und sogar konserva-
tiv sind. Der Grund fiir dieses kompleze Verhalten liegt in den nichtlinearen
Kopplungen durch die trigonometrischen Funktionen.

In unserer Betrachtung soll keine duflere Anregung des Systems vorliegen.
Allgemein kann es auch in einer solchen Situation bei starker Anfangsstimu-
lation zu einem Uberschlagen der Pendelarme kommen. Dieser Fall soll hier
gleichfalls durch passende Startwerte ausgeschlossen werden.

Auch im chactischen Regime sind periodische Orbits méglich, jedoch sind
diese instabil (IPOs). Solche Bahnen bekommen seit einiger Zeit verstdrkt
Bedeutung fiir die Steuerung chaotischer Systeme [12].

Zur Charakterisierung der Bewegungsformen gibt es verschiedene Darstel-
lungen, von denen hier einige vorgestellt werden. Die einfachste ware wohl eine
des Phasenraumes selbst. Wegen der hohen Zahl an Freiheitsgraden (f = 6) ist
selbst die Projektion des Phasenraumes als ungeeignet anzusehen, da dieser im
Falle nichtperiodischer Bewegung mit der Zeit durch die Trajektorie ausgefiillt
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wird. Bei Existenz einer fraktalen Struktur des Phasenraumes, die in unserem
Beispiel aber nicht vorliegt, wire eine solche Darstellungsform aufgrund ihrer
zuweilen bizarren Formen von Interesse.

Andere oft verwendete Darstellungsformen des Bewegungszustandes sind der
POINCARE-Schnitt, die Spektraldichte, die Autokorrelation und die Darstel-
lung mittels zeitverzogerter Koordinaten [13]. AuBerdem soll eine Zeitstati-
stik von wiederkehrenden Ereignissen vorgestellt werden. Diese ist auch fir
héherdimensionale Systeme geeignet, da hier nur eindimensional zusammen-
gesetzte Ereignisse betrachtet werden. Die hier ausgefiihrten numerischen Un-
tersuchungen wurden durch RUNGE-KUTTA-Integration der HAMILTONschen
Bewegungsgleichungen erzielt [14, 15].

6.6.1 PoOINCARE-Abbildung

Die POINCARE-Abbildung P ist eine Abbildung der (2n — 1)-dimensionalen
Hyperebene des 2n-dimensionalen Phasenraumes auf sich selbst [16]. Sie dient
zur Darstellung von wiederkehrenden Bahnen, die transversal die Hyperebene
schneiden. Somit wird das zeitlich kontinuierliche System in ein zeitlich dis-
kretes System iiberfiihrt. Werden die Punkte auf der Hyperebene zu einem
Zeitpunkt n mit y(n) bezeichnet, so definiert

y(n+1)=Py(n) (6.21)
die POINCARE-Abbildung.

Jedoch ist es nur in wenigen Fillen moglich, einen analytischen Ausdruck
der POINCARE-Abbildung anzugeben. (Einen solchen Fall findet man in die-
sem Heft bei K. SCHIELE: Uber das parametrisch getriebene Pendel.) Daher
ist man auf eine graphische Darstellung der Abbildung angewiesen. Eine pe-
riodische Bewegung wird durch eine endliche Anzahl von Durchstopunkten
gekennzeichnet. Quasiperiodische Bewegungen erkennt man durch elliptische
Formen auf der Schnittfliche. Ein chaotisches Verhalten dufert sich auf dieser
durch eine unendliche Anzahl irregularer Punkte.

Ist die Darstellung der Bewegungszustdnde wie im Fall des Doppelpendels
[17] durch die POINCARE-Ebene bei fester Wahl des Parameters Energie und
durch die Wahl eines Schnittwinkels graphisch noch gut méglich, so erschwert
sich die Darstellung im Fall weiterer Freiheitsgrade f, wie dies beim Dreifach-
pendel (f = 6) der Fall ist. Hier ist der resultierende Darstellungsraum von
der Dimension f —1 —1 = 4. Die Zahl der Freiheitsgrade wird lediglich durch
die Invariante H = E = const. und die Schnittwahl, z. B. ¢3 = 0, reduziert.
In diesen Fillen muB man sich mit geeigneten Projektionen (Abb. 6.8) des
hoherdimensionalen Raumes zufriedengeben.
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Abb. 6.8: Projektion des POINCARE-Schnittes auf die ¢3-p3-Ebene fiir den Fall
einer beschrinkten periodischen Bewegung des Dreifachpendels

6.6.2 Spektraldichte und Autokorrelation

Ein weiteres Instrument zur Untersuchung des Bewegungszustandes ist die
Spektraldichte bzw. das Leistungsspektrum {11]

p(w) = 13(w)[*
fiir den zeitlichen Proze X; mit dem Mittelwert (z(t)) = 0. Hierbei ist

B(w) = /dte-iwtx(t)

die FOURIER-Transformierte von z(t). Man erhilt sie numerisch aus der Zeit-
reihe (hier fiir ¢3) durch z.B. FFT (engl. Fast Fourier Transformation). Es
ist wegen der endlichen Zeitauflésung das Abtasttheorem [18] zu beachten. In
den Beispielen wurde ein Zeitreihe mit 2! Werten aufgenommen mit einer Ab-
tastzeit von 0,001. Die Pendelarme wurden zu gleicher Lange und die Massen
zu gleicher Gréfle einheitenlos gewahlt.

Im Fall schwacher Anregung erhilt man Schwebungsschwingungen als Su-
perposition von periodischen Schwingungen (Abb. 6.9a). Die Spektraldichte
zeigt dann charakteristisch scharfe Signale fiir die jeweiligen Moden w;, wobei
deren Anzahl beschriankt ist. Fiir ein Dreifachpendel sind dies 3.

Bei chaotischen Bewegungen (Abb. 6.9b) ist das Spektrum jedoch stark
verbreitert (kontinuierlich). Aber auch quasiperiodisches Verhalten zeigt ein
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I sacdikdsa

Abb. 6.9: Spektraldichte fiir periodische bzw. chaotische Schwingungen

dhnliches Erscheinungsbild. Der Fall iiberlagerter stochastischer Komponenten

fithrt ebenso zum Verbreitern des Spektrums; doch soll dieser hier ausgeschlos-

sen werden. Ein kontinuierliches Spektrum bei deterministischer Bewegung wie

der Pendelschwingung ist somit nur ein Indiz fiir das Vorliegen von Chaos.
Eng mit der Spektraldichte ist die Autokorrelation

Cax(r) g0 fydt z(t)z(t + 7)
T) =
xx lmr oo fOTdt z(t)?

durch das WIENER-KHINCHIN-Theorem verkniipft, wonach beide durch Fou-
RIER-Hin- bzw. -Riick-Transformation auseinander hervorgehen. Der Nenner
ist so gewahlt, daB Cxx(7 = 0) = 1 ergibt. Numerisch erhilt man Cxx(7)
aus der Riicktransformation der Spektraldichte. Auch hier ist der endliche
MeBwertumfang bei der Auswertung der Daten zu beachten.

Die Autokorrelation ist ein Maf fiir die Abhangigkeit vom vergangenen Zu-
stand, d.h., sie charakterisiert eine Art ,Gedachtnis“. Ein diskretes Spek-
trum zeigt langzeitliche Korrelation (Abb. 6.10a), was sich durch ein Schwin-
gungsbild der Autokorrelation bemerkbar macht. Die Verbreiterung der Spek-
traldichte fithrt mit zunehmender Zeit infolge des gegenseitigen Ausléschens
der Schwingungsmoden in der Regel zu einem Abfall der Autokorrelation
(Abb. 6.10b) mit Cxx — 0. Dieses dekorrelierende Verhalten wird bei Vor-
liegen von Chaos auch als typisch erwartet. Benachbarte Zustinde verlieren
somit die Kenntnis voneinander.
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Abb. 6.10: Zugehorige Autokorrelationen

6.6.3 Statistik der Wiederkehrzeiten

Oft ist eine raumliche Darstellung des Bewegungszustandes durch die hohe Di-
mensionalitat, so auch fiir das Dreifachpendel, uniibersichtlich. Zweckmafiiger
ist eine Fixierung auf ein spezielles zeitliches Ereignis, auf den Nulldurch-
gang eines Pendelarmes. Die zeitliche Abfolge dieser Vorginge kann auch
zur Kennzeichnung des Zustandes herangezogen werden. Eine periodische
Bewegung zeigt Haufungen bei charakteristischen Schwingungsdauern. Die
Zeitfolge fur die Wiederkehr eines chaotischen Ereignisses ist eine pseudo-
zufdllige Folge. Hier ist eine statistische Beschreibungsweise durch Wahr-
scheinlichkeitsdichten angebracht [19]. Zum Vergleich sind in Abb. 6.11 die
Histogramme der Wiederkehrzeiten fiir die periodische und die chaotische Be-
wegungsform im Fall ¢3 = 0 aufgetragen. Dieser Zustand kénnte mit einer
» Wasserwaage®, die senkrecht zum Arm angebracht ist, gemessen werden. Im
Chaosfall ist in der Abbildung ein breites Haufen um einen Mittelwert (T')
zu sehen. Ein Vergleich mit der Spektraldichte (s. Abb. 6.12) fiir diese Zeit-
folge zeigt wie erwartet ein breitbandiges Spektrum. Andere, auch experimen-
tell meBbare Ereignisse sind solche, bei denen benachbarte Arme gestreckte
Positionen (¢; = ¢iy1) einnehmen. In einem solchen Fall kann man mit
einem Nulldetektor ein Signal zur Zeitmessung aussenden und somit eine Uhr
anhalten und neu starten.

Interessant wiirde auch eine Untersuchung fiir den Grenzfall unendlicher
Gliederzahl n — oo bei endlicher Gesamtlinge sein, bei der ein maximal
zufalliges Verhalten zu erwarten wéire.
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Abb. 6.11: Hiufigkeiten der Folge von Wiederkehrzeiten fiir das Ereignis ¢3 = 0
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Abb. 6.12: Spektraldichte der Folge von Wiederkehrzeiten fiir das Ereignis ¢3 = 0
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Abb. 6.13: Zeitverzdgerte Darstellung mit den Achsen ¢3(t) und ¢3(t — )

6.6.4 Darstellung durch zeitverzogerte Koordinaten

Eine andere Darstellungsform des Bewegungszustandes kann mit Hilfe der zeit-
verzogerten (engl. time delayed) Koordinaten [20] erfolgen. Dieser Zugang
ermoglicht die Rekonstruktion des Phasenraumes aus den gemessenen Zeitrei-
hen weniger unabhangiger Gré8en. Dies setzt aber voraus, dafl die restlichen
Groflen der Bewegung den dominierenden Variablen folgen bzw. von ihnen ent-
sprechend dem HAKENschen Versklavungsprinzip [21] beherrscht werden. Die
zeitverzogerten Koordinaten dienen praktisch als Ersatz der oft schwer mef-
baren Ableitungen. Bei der Darstellung trigt man die zu messende Gréfe (1)
iber die zeitverzogerte Koordinate z(¢t — 7) bzw. {ber noch weiter riicklau-
fende Koordinaten z(¢ — k 7) ab, s. Abb. 6.13. Bei der Wahl der Verzégerungs-
zeit T gibt es unterschiedliche Kriterien und Meinungen [20]. Jedoch sollten
die Koordinaten so unabhangig wie moglich sein. Ein einfache Festlegung ist
7 = T/4, wobei T die charakteristische Wiederkehrzeit ist. Bei einer sinus-
bzw. kosinusférmigen Kurve ergibt die Darstellung einen Kreis genau so wie in
der Phasenraumdarstellung. Im allgemeineren Fall ermittelt man 7 z. B. aus
der dominierenden Frequenz im Leistungsspektrum. Oft wird auch der erste
Nulldurchgang bzw. das erste Minimum der Autokorrelationsfunktion Cxx
genommen. Wahlt man 7 zu klein, dann erhdlt man eine diagonale Gestalt,
eine zu grofler Wert von 7 fithrt zum Uberfalten der Abbildung. Ebenso wie
bei der optimalen Wahl von 7 gibt es Kriterien zur Ermittlung der minimalen
Einbettungsdimension k.
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Da sich der Phasenraum bei HAMILTONschen Systemen nicht auf eine niedri-
gere Dimension kontrahieren 148t, ist aus der zeitverzogerten Darstellung nicht
mehr Information iiber das System als aus der Phasenraumdarstellung selbst
zu erwarten.

6.7 Ausblick

Die Bewegungsanalyse der Mehrfachpendel sollte ausgebaut und der Ubergang
zum kontinuumsmechanischen Modell (Seil) am Beispiel der N-Pendel-Ketten
durchgefiihrt werden (der Fall der N-Schwinger-Ketten liegt schon vor [6]).

Die Bewegung des Pendels besitzt bei langen Pendelarmen erfahrungsgemis
ziemlich langsame Oszillationen. Das Pendel erzeugt jedoch durch seine An-
schaulichkeit und Anschaubarkeit (z. B. Kronleuchter und Hampelmann) ein
Alltagsgefiihl (Probieren) fiir die moglichen Bewegungsformen. Es gibt aber
auch Prozesse, die wesentlich schneller ablaufen (z.B. elektrische Analoga:
Schwingkreise) und fiir die Medizin interessant sein sollten.

Auffallend ist die Leichtigkeit, mit der Menschen die alltiglichen Bewegungs-
ablaufe sicher ausfiihren. Das Kleinkind lernt Krabbeln und Laufen. Der
Erwachsene kann nach entsprechender Ubung anspruchsvolle manuelle Tatig-
keiten ausfithren. ,Voraussetzung dafiir ist ein fein abgestimmtes komplezes
Regelsystem, das die Idee zur Bewegung in einen Plan umsetzt, der eine si-
chere Ausfihrung garantiert” [22]. Die Fiille der beobachteten funktionalen
Stérungen der Bewegungen weist auf die Komplexitat von Steuer- und Regel-
strukturen und -moglichkeiten hin. Durch die Ausschopfung aller Méglichkei-
ten der neuronalen Netze, synergetischen Computer und Bewegungsanalysen
der Mehrfachpendel konnte man die Komplexitit verstehen und handhaben
lernen. Die Orthopidietechnik wiirde davon profitieren, denn sie erwartet
von der Gangbildanalyse eine Objektivierung und Optimierung des Prothe-
senaufbaus und Hilfen zu einem energiesparenden, verschleilarmen und damit
okonomischen Gehen [7].

Die Betrachtungen zum Pendel haben dariiber hinaus ein Aquivalent zur
gehemmten Rotation um eine C-C-Einfachbindung in Molekiilen (Konforma-
tion). Hier kann man das Barrierenpotential etwa durch V5 (1 — cosn¢é) mit
der Symmetriezahl n beschreiben. Als Beispiel eines solchen Rotators sei die
CH3-Gruppe des Cyclohexans in anti- und syn-Konformation genannt.
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