Von der (semi)klassischen zur quantisierten
Boltzmann-Gleichung: Variationsprinzipien,
Dichtematrizen und zelluliren Automaten

WOLFGANG EISENBERG*

I. Einleitung

Durch meine studentische Entscheidung fiir die Leipziger Theoretische Physik, ge-
nauer fiir die Abteilung ,,Statistik irreversibler Prozesse®, lernte ich 1968 in einem
Betreuergespréich den heutigen Jubilar, Professor Dr. rer. nat. habil. GUNTER VOJ-
TA, kennen. Wie sich jetzt, im Jahre 2008, nach 40 Jahren, riickblickend feststellen
lasst, hatte ich mit seiner vorgeschlagenen Forschungsthematik , Losungen der
BOLTZMANN-Gleichung* ein zentrales Thema meiner spéteren wissenschaftlichen
Laufbahn erstmals kennengelernt. Es war, wie sich in den vier Jahrzehnten zeigte,
vielfdltig verallgemeinerbar und zudem praktikabel, sowohl in der physikalischen
Strukturierung als auch in der Losungsmethodik. Obwohl mein folgender wissen-
schaftlicher Werdegang universitire und auBeruniversitire Stationen beinhaltete,
erweiterte und konkretisierte sich fiir mich genau die physikalische Forschungs-
thematik ,,Verallgemeinerte BOLTZMANN-Gleichungen und ihre Losungen®, ver-
kniipft mit den Losungsmethoden der Variationsprinzipien, der Dichtematrizen
und der zelluldren Automaten (ZA). Die aktuellen Anwendungen der ZA-Metho-
den in den komplexen Systemen, z. B. auch Biosystemen, in der Zuverlassigkeits-
analyse und in der Energetik sind darin eingeschlossen. Uber diese nachhaltig mei-
ne physikalische Entwicklung pragende Forschungsthematik soll hier in gebotener
Kiirze berichtet werden.

Mein Arbeitsthema wurde zu Beginn meiner Laufbahn, 1968, auf die Behand-
lung der klassischen BOLTZMANN-Gleichung fokusiert. Mit Hilfe des Variations-
prinzips von KOHLER sollte numerisch die effektive Relaxationszeit der Teilchen
fiir verschiedene und synchron ablaufende Streuprozesse bestimmt werden. In
meinem Forschungsstudium in der Physik wurde die Forschungsthematik entspre-
chend erweitert. Mein erster Vortrag im Leipziger Theorieseminar zur Thematik
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,,Moglichkeiten der Pathintegralmethode* diente der methodischen Erweiterung
einer Behandlung der komplexen BOLTZMANN-Gleichung.

Zuvor hatte ich mich gegen ein Forschungsstudium in Berlin zum Thema
,,Trendbriiche* entschieden. Das diese Entscheidung richtig war, bestitigte der mir
gut bekannte BOLTZMANN-Verehrer und langjéhrige, vom Jubilar hochgeschitzte
Mitarbeiter Doz. Dr. rer. nat. habil. WOLFGANG STILLER in seiner tiefschiirfenden
und treffsicheren Biografie Ludwig Boltzmann. Altmeister der klassischen Physik.
Wegbereiter der Quantenphysik und Evolutionstheorie [1] — nicht nur mit den in-
formativen Abbildungen zum Anwendungsspektrum der BOLTZMANN-Gleichung
(Abb. 1), die auch in der Leipziger Physikgeschichte keine unbedeutende Rolle
spielte.

Fiir die Skizzierung der genannten primédren Forschungsthematik nutze hier ich die
kompakte Darstellung im Stil des sehr progressiv bewerteten Teubner-Taschen-
buches der statistischen Physik (G. VOITA, M. VOITA [2]).
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Abb. 1 — Fortsetzung auf nichster Seite
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Abb. 1: Heutige Anwendungsgebiete der BOLTZMANN-Gleichung (aus [1], Bild 47, S. 181)

II.  Die semiklassische BOLTZMANN-Gleichung in
der Halbleitertransporttheorie

II.1  Die BOLTZMANN-Gleichung — die kinetische Grund-
gleichung

Die Dynamik der Ladungstrdger in Halbleitern wird oft praktikabel im Rahmen
einer semiklassischen Transporttheorie beschrieben. Ausgangspunkt ist die o. g.
BoOLTZMANN-Gleichung, die urspriinglich von LUDWIG BOLTZMANN (1846—-1906)
fiir die kinetische Beschreibung verdiinnter Gase entwickelt wurde. Es hat sich im
Laufe der Zeit herausgestellt, dass diese fundamentale Bilanzgleichung in verall-
gemeinerter Form in zahlreichen Bereichen der Physik und Chemie zur Beschrei-
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bung unterschiedlichster Transportphdnomene — im Rahmen der problemspezifi-
schen Giiltigkeitsgrenzen — erfolgreich angewendet werden kann.

In einem idealen Halbleiterkristall wird in der iiblichen effektiven Einteilchen-
Naherung der Wechselwirkungsanteil mit den Gitteratomen dem Elektron durch
die Einflihrung einer effektiven Masse m. zugeschrieben, die sich i. Allg. von der
Masse m,, des freien Elektrons unterscheidet. Diese Quasiteilchen werden durch
bestimmte Eigenschaften, wie z. B. Anregungsenergie hw/2n und Quasiimpuls
hk2n (PLANCK’sches Wirkungsquantum /) charakterisiert. Die verbleibende
Wechselwirkung wird als schwache Kopplung an das Quasiteilchen in einer Sto-
rungstheorie 1. Ordnung beschrieben. Der Elektronenzustand in einem perfekten
Halbleiterkristall ist ein BLOCH-Zustand ,.(r) = u,.(r) exp(ikr), k ist der Wellen-
zahlvektor. Die periodische Funktion u,,(r) zum Bandindex » beriicksichtigt dabei
das periodische Kristallpotential.

Damit die Ladungstrigerdynamik noch durch eine semiklassische Transport-
theorie beschrieben werden kann, miissen bestimmte Bedingungen (Breite Ak, ge-
ringe Variation von y,,(r) beziliglich der Ortsvariablen r, hinreichend grofle freie
Flugzeiten) beziiglich des Wellenpaketes aus BLOCH-Zustinden erfiillt sein. Nicht
beriicksichtigt werden dabei aber die Uberginge zwischen zwei benachbarten
Béndern durch das quantenmechanische Tunneln. Innerhalb dieser Giiltigkeits-
grenzen wird die Dynamik der Ladungstrdger in Halbleitern durch die semiklassi-
sche BOLTZMANN-Gleichung gut représentiert. In dieser Gleichung wird formal
die zeitliche Anderung der Einteilchenverteilungsfunktion f{r, k, #) mit einem kine-
tischen Anteil (Diffusionsterm — Ortsraum, und Driftterm — Impulsraum) und ei-
nem Stofiterms verkniipft, wobei &k und r den Schwerpunkt des Wellenpaketes im
zugeordneten Phasenraum kennzeichnen.

ﬂ+v%+%ﬂ:(%)

ot or dt or ot
Der Stofiterm
9 Ve
[5_51103 ) @2n)* Idkl{w(klak)f(kl)(l_f(k))_w(k’kl)f(k)(l_f(kl))} be-

inhaltet alle quantenmechanischen Einteilchen-Streuprozesse, darin bezeichnen V,
das Kristallvolumen und o (k;, k) die Ubergangsraten. Die Ubergangsraten werden
mit der Stérungsrechnung 1. Ordnung und FERMIS Goldener Regel bestimmt. Die
Faktoren (1 — f(k))(1 — f(k,)) beriicksichtigen das PAULI-Prinzip. Bedeutsam
werden diese Faktoren aber erst fiir hochdotierte, entartete Halbleiter und tiefe
Temperaturen.
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I1.2  Losungsverfahren fiir die BOLTZMANN-Gleichung

Die BOLTZMANN-Gleichung hat sich in den genannten Giiltigkeitsgrenzen als
wichtigstes Hilfsmittel zur Beschreibung des Transports in Halbleitern mit grofer
Genauigkeit erwiesen. Dabei spielte die Suche nach den geeigneten Losungs-
ansitzen flir die BOLTZMANN-Gleichung, die mathematisch eine nichtlineare Inte-
grodifferentialgleichung ist, eine gewichtige Rolle. Zur Losung dieser komplizier-
ten Gleichung wurden verschiedene, auch zweckgebundene Naherungsmethoden
entwickelt und angewandt — mit unterschiedlichem Erfolg.
Im (thermodynamischen) Gleichgewicht ist die Verteilungsfunktion bei einer
Ankopplung an das Wéarmebad die von ARNOLD SOMMERFELD und WOLFGANG
Bk, 1
PAULI schon fiir Metalle benutzte FERMI-Verteilung: f;(E, )= Ce[ K )
BrLocH’schen Béndermodell des Halbleiters (BOLTZMANN-Konstante &, Gitter-

temperatur 7, Bandenergie E,, FERMI-Energie Er). Im klassischen Grenzfall geht

diese Verteilung in die normierte MAXWELL-BOLTZMANN’sche Verteilung
E,

fo(E,)= Ce T iiber. Diese beiden Resultate sind unabhiingig von den StoBpro-

m

zessen, da im Gleichgewicht der Stoterm eine Null-Bilanz hat.
In der Relaxationszeitndherung wird der komplexe Stofiterm approximiert

ot T

xationszeit ist, die aus den Ubergangsraten der einzelnen Streuprozesse berechnet
wird. Dabei wird weiterhin angenommen, dass die St6e unabhéngig von der Ver-
teilungsfunktion sind. Die Ladungstréger relaxieren dabei nach Abschaltung der
duBeren Storung: f(7) = f(0) exp(—t/7).

Im Rahmen dieses Modells wird fiir den inhomogenen Transport in Halb-
leiterbauelementen in 1. Niherung eine Momentenentwicklung der BOLTZMANN-
Gleichung benutzt. Zusétzlich wird der StoBterm in dieser Momentenentwicklung
durch den Relaxationszeitansatz approximiert, wobei unterschiedliche Relaxa-
tionszeiten fiir die jeweiligen Momente verwendet werden.

Mit den funktional bestimmten Relaxationszeiten 7(i) kann unter geeigneten
idealisierten Bedingungen eine effektive Relaxationszeit v bestimmt werden:

durch einen einfachen Ausdruck: (g) = Sk , wobei 7 eine effektive Rela-
Stof}

1 = Zi . Im Falle der Storstellenstreuung von Ladungstrdgern in Halbleitern
e #

(flache Storstellen) sollte diese Form der Beschreibung ausreichend sein. Deshalb
ist es auch beruhigend und rechtfertigt im Nachhinein ihre Anwendbarkeit, wenn
im einfachsten Grenzfall das Ergebnis der BOLTZMANN-Gleichungs-Behandlung
im KuBo-Formalismus bestdtigt werden kann. Allerdings ist der KUBO-Formalis-
mus quantenmechanisch besser begriindet [3].
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II. (Verallgemeinerte) Dichtematrizen und
verallgemeinerte BLOCH-Gleichungen

Durch den Weggang von Prof. G. VOITA von Leipzig nach Dresden dnderte sich
die Situation in meiner Forschung noch einmal entscheidend. Um das For-
schungsstudium erfolgreich abzuschlieen zu konnen, musste die Thematik refor-
muliert und flir das neu ausgewihlte Arbeitsgebiet, die Theoretische Halbleiter-
physik, konkretisiert werden. Das endgiiltige Dissertationsthema lautete daher
auch: ,,Theoretische Untersuchungen zur Streuung der Ladungstriager an ionisier-
ten Storstellen in Halbleitern®, die 1972 in Leipzig erfolgreich verteidigt wurde.

Um die Berechnung der Kenndaten von GaAs-Bauelementen, die beliebig ent-
artet und kompensiert sein konnen, bei tiefen Temperaturen abschétzen und be-
rechnen zu konnen., wurden Methoden zur Beschreibung des Ladungstragertrans-
ports in Halbleitern benutzt, die geeignete Quantenkorrekturen enthielten. Die ef-
fektive Einteilchen-Néherung wurde in der Dissertation von mir mit der von Do-
zent Dr. rer. nat. KONRAD UNGER, meinem neuen Betreuer, in seiner Habilitation
benutzten und weiterentwickelten Methode der (verallgemeinerten) Dichtematri-
zen aus (verallgemeinerten) BLOCH-Gleichungen abgeleitet [4]. Mit der Methode
des effektiven Bandrandes konnten dabei auch die bei sehr hohen Dotierungen der
Halbleiter auftretenden Zustandsdichteschwénze beschrieben werden. Um einen
vergleichsweise einfachen Uberblick iiber die Korrekturen zu erhalten, wurde zu-
satzlich eine Filterfunktion eingefiihrt.

Die analytischen Ergebnisse, insbesondere die erhaltenen Beweglichkeitsfor-
meln, wurden in meiner Dissertation zur Analyse der Strom-Spannungs-Kennlinie
einer p-i-n-Diode aus GaAs verwendet, um die Bedingungen fiir das mdgliche
Aufireten eines negativen differentiellen Widerstandes herauszufinden. Der ange-
nommene Mechanismus einer Abhéngigkeit der Abschirmlénge des Potentials der
ionisierten Storstellen von der injizierten Ladungstragerkonzentration konnte fiir
GaAs die o. g. Bedingungen nicht erfiillen (zu grof3e effektive Masse). Fiir InSb
mit der deutlich kleineren effektiven Masse wiéren die Bedingungen allerdings zu
erfiillen.

Auch hier sei die Forschungsthematik skizziert durch ein Autorreferat einer ge-
meinsamen Publikation (W. EISENBERG, K. UNGER, 1974 [5]): Die Dielektrizitts-
funktion fiir ein freies Elektronengas mit beliebigem Entartungsgrad. Demnach ist
die kanonische Dichtematrix C(¥, r, ) wie folgt definiert (8 = 1/kT):

C(r',r,ﬁ) = Zl//i(r')l//i*(r)eiﬁls' :

Hierbei geniigen die HARTREE-Einelektronenwellenfunktionen der Einteilchen-
SCHRODINGER-Gleichung mit dem selbstkonsistentem Einteilchen-Potential V(r):
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m

{ ;h V2 V(r)}u/,.(r) =Hy(r)=Ewy,(r).

Die kanonische Dichtematrix C(#', r, f) geniigt der sogenannten BLOCH-Glei-
chung: HC + %C =0 mit C(#', r, f) = 3(r' — r). Die Diagonalelemente C(r, r, /)

liefern die gesamte Elektronendichte n(r) am Ort r fiir ein nichtentartetes Elektro-
nengas.

Die verallgemeinerte kanonische Dichtematrix D(#/, r, 5, {) enthélt bekanntlich
einen anderen Besetzungsfaktor (FERMI-DIRAC-Besetzung):

-1

D(r',r,B,8) = ZV/;("')V/,. (r){l + e—ﬁ(f,—o}

Entsprechend liefern die Diagonalelemente D(r, r, f, {) die gesamte Elektronen-
dichte n(r) am Ort r fiir ein entartetes Elektronengas. Fiir diese Dichtematrix
D(r, r, B, {) gilt eine verallgemeinerte BLOCH-Gleichung:

oD(r',r,$) N oD(r',r,)
o¢ B

(H-¢) 0

mit

lim lim e " D(r',r, B, p) = 5(r' —r).

L0 —>—0

Fiir die Berechnung wird ein Integralzusammenhang zwischen D(#', r, 5, {) und
C(r', r, f) benutzt:

©

, B , 0 1
D(r',r, B.5) —J}’(" ’r’E)a_E{_He’TQ}dE

0

y(r,r ) = —— J e Lo, v prap
2m ) g

C(r, r, ) wird dabei iterativ aus der zur BLOCH-Gleichung gehdrigen Integralglei-
chung bestimmt. In der linearen Néherung gilt fiir die Diagonalelemente in atoma-
ren Einheiten (7 = m = e* =1):

C(r,r,B)=Cy(r.r, B)+ C(r,r, B),
Cy(r,r,p)=(2np) ",
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Cl (I‘,r’ﬁ) = _(2nﬁ)3/2Jd3rl &efﬁ‘,ﬂ.‘f'

21r|r - r1|
Entsprechend erhdlt man:

D(r,r,B,¢) = Dy(r,r,,5)+ Di(r.r, B,C),

| E2
Dy(r,r,B,8) = o2 2 Jl_'_eﬁ(E{) dE,

0

1 o0
Dl(r:r:ﬁzg) :_4_T[:3J‘dEJd3rl
0

V(r)sin(2**-E"? |r - r1|)
|r — r1|2 (1+ eﬁ(E’g))

Co(r, r, B) und entsprechend Dy(r, r, 5, {) liefern die Elektronendichten fiir das
ungestorte Elektronengas (V= 0).

IV. Die dielektrische Funktion und die Filter-
funktion

Wie gezeigt wurde, ldsst sich der bekannte Ausdruck fiir die dielektrische Funk-
tion eines entarteten freien Elektronengases mit der Methode der Dichtematrizen
ableiten. Diese Methode ermdglicht gleichfalls die Berechnung der dielektrischen
Funktion fiir ein beliebig entartetes Elektronengas. Die dielektrische Funktion wird
durch eine sogenannte Filterfunktion charakterisiert, die die Quantenkorrekturen
zur semiklassischen THOMAS-FERMI-Naherung beinhaltet (Abb.2).

Die Filterfunktion geht im Grenzfall hoher Entartung wieder in die LIND-
HARD’sche Formel {iber und lésst sich im Grenzfall der Nichtentartung durch eine
GAuss’sche Fehlerfunktion darstellen. Im Gebiet schwacher und mittlerer Entar-
tung zeigt sie eine besonders starke Abhéingigkeit vom Entartungsgrad.

Ein interessantes Beispiel von den vielfdltigen Anwendungen der dielektri-
schen Funktion ist ihre Benutzung zur Berechnung des selbstkonsistenten Streupo-
tentials einer ionisierten Storstelle in einem beliebig dotierten, kompensierten und
entarteten Halbleiter. Denn in einem Elektronengas ruft ein dufleres Storpotential
Vin(r) einen Polarisationsanteil Vo (r) hervor, der sich iiber die POISSON-
Gleichung aus der Abweichung der Elektronenkonzentration von der mittleren
ng ergibt: A Vpyy (r) = —4m (n (r) — np). In der linearen Naherung erhélt man:
nr)=ny+n =Dy(r,r,pB,0)+ D (r,r,pB,{),so dass gilt:

AVPol(r):‘l"rch (r: r:ﬁ: O
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Abb. 1. Filterfunktion gig) firr verschiedone Entartungsgrade

Abb. 2: Filterfunktion ¢(q) fiir verschiedene Entartungsgrade (aus: [5], S. 128)

Fiir das effektive, selbstkonsistente Potential V' (r) ergibt sich dann:
V(r) = Vin () + Voo (F).
Im FOURIER-Raum erhdlt man daraus mit der Filterfunktion ¢ (q, f, {) und der

Abschirmlénge L: V,,(q) = —#q)(q, B.¢)V(¢) und auch die oben genannte
q

dielektrische Funktion &(q): e(¢) =1+ L>q > ¢(q, B, {). Dabei gilt: L >= 4n0ny/o
und 1(q) = Viu(q)/ £(q).

Die Filterfunktion ¢(g, f, ) ist genau die gesuchte quantenmechanische Kor-
rekturfunktion zur semiklassischen THOMAS-FERMI-Naherung &rr(q):

ewr(q) =1+ 1/L7¢).

Die Filterfunktion fiir beliebige Entartung ¢(g, S, {) ist in der Abbildung 2 dar-
gestellt. Als MaBstabsfaktor wurde z = B(F 3,(x)/F_12(x))"*g gewihlt. Der An-
fangsverlauf fiir kleine z héngt nicht vom Entartungsgrad ab. Fiir hohe Entartung
ist z= gky ', fiir Nichtentartung £"q.

Als zweckmiBig erwies sich bei vielen Anwendungen die Einfithrung einer
effektiven Potentialmatrix U(r', r, B): C(+', r, B) = C, exp(-U(', r, 5)). Denn die
Bandrénder konnen infolge der quantenmechanischen Ortsunschérfe den schneller
verdnderlichen Anteilen des Schwankungspotentials nicht mehr folgen. Die Band-
rdnder werden einen glatteren Verlauf als das Potential selbst zeigen, wie die Ab-
bildung 3 zeigt.
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Abb.1. Verlauf der effektiven Bandrinder U(r)
und U’(r) (gestrichelt) bei einem fluktuierenden
Potential V(r) (ausgezogen). Der gezeichnete
Fall entspricht kleineren Werten der effektiven
Masse der Elektronen im Vergleich zu denen
der Lécher. Einige Photonen-Schwellenener-
\ giensind durch Pfeile eingezeichnet (ohne Riick-

A\ U (4.’) sicht auf die durch Schraffur gekennzeichnete
Besetzung der Biinder)

Abb. 3: Verlauf der effektiven Bandrinder U(r) und U'(r) (gestrichelt) bei einem fluktuierenden
Potential V(r) (ausgezogen) (aus: [4], S. 162)

V. Zellulare Automaten als alternative Methode in
der Transporttheorie

Meine intensivere Beschéftigung mit der Losungsmethode der zelluldren Automa-
ten fiir die BOLTZMANN-Gleichung begann schon in der Aufbauphase der 1998 in
Leipzig gegriindeten Arnold-Sommerfeld-Gesellschaft e. V. Mein Vortrag zu die-
ser Thematik im SOMMERFELD-Seminar und die Anmeldung eines Patentes (Abb.
4) standen am Beginn meiner Teilnahme an dieser Forschungsthematik ,,Zellulére
Automaten und deren Anwendungen® in der ASG, die in den vergangenen zchn
Jahren vielfiltig ausgebaut wurde. Eine ausfiihrlichere Begriindung fiir diesen Me-
thodenwechsel ist in meinem Artikel fiir das von Professor DIETMAR FEY (Institut
fiir Informatik, Universitdt Jena) im Springer-Lehrbuch zum Computational Sci-
ence (erscheint voraussichtlich 2009) der ASG-PII-Gruppe enthalten. Die Koope-
ration der ASG mit der nationalen Fachgruppe ,,Physik-Informatik-Informations-
technik“(PII) der DPG, IT und IGT ist 2002 entstanden.

Die wichtigsten Argumente seien aber trotzdem hier kurz skizziert. Durch die
zunehmende Miniaturisierung von Halbleiterbauelemente im Sub-um-Bereich
sind zuverlédssige Konzepte zur genauen Beschreibung des nichtlinearen Ladungs-
tragertransportes erforderlich. Ausgangspunkt ist im Rahmen einer semiklassi-
schen kinetischen Transporttheorie die BOLTZMANN-Gleichung, eine mikroskopi-
sche Beschreibung im Phasenraum.

Makroskopische Bilanzgleichungen, auf denen sogenannte Drift-Diffusions-
Modelle basieren, liefern im Sub-pum-Bereich erhebliche Abweichungen von den
experimentellen Ergebnissen. Die Ursache liegt in der Vielzahl physikalischer
Nichtgleichgewichtsphdanomene begriindet. Diese sogenannten Kurzkanaleffekte
konnen in diesen einfachen Modellen nicht beriicksichtigt werden. Auch die da-
rauf aufbauenden hydrodynamischen Gleichungen sind ohne zusitzliche Annah-
men nicht in der Lage, den Ladungstrégertransport in den Halbleitern hinreichend
genau beschreiben zu kénnen.
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Abb. 4: Patent von Dr. U. RENNER, Dr. C. KIEFER, Dr. W. EISENBERG — Projektantrag 1997
(Quelle: Deutsches Patent- und Markenamt)
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Ende der 60er Jahre wurde insbesondere ein statistisches Verfahren, die sog. Mon-
te-Carlo-Methode, erfolgreich zur exakten Losung der BOLTZMANN-Gleichung im
Halbleitertransport eingesetzt. Obwohl dieses Verfahren die zuverléssigsten Resul-
tate fiir Bauelemente bis zu Abmessungen von einigen Nanometern liefert, stellt
der numerische Aufwand einen groflen Nachteil dar. Zu einer vollsténdigen Ana-
lyse des Ladungstragertransportes in realistischen Bauelementen werden selbst auf
Hochleistungsrechnern bis zu einigen Wochen Rechenzeit benétigt. Der Mehrauf-
wand gegeniiber den o. g. Drift-Diffusions-Modellen betrdgt etwa zwei bis drei
GrofBenordnungen.

Daher wurde schon in den 90er Jahren der Zugang zur exakten Losung der
BOLTZMANN-Gleichung mit einem Verfahren realisiert, das wegen seiner numeri-
schen Effizienz beziiglich Rechenzeit und Parallelisierbarkeit diesen Nachteil
iiberwindet, ndmlich mit der Methode der zelluldren Automaten. Unter den zellu-
laren Automaten (ZA) ist ein vollstdndig diskretisiertes System zu verstehen, des-
sen Evolution sich nur in diskreten Zeitschritten auf einer fiktiven Mikrowelt
mittels dynamischer Streuregeln vollzieht.

Ziel der ZA-Methode ist es, durch moglichst einfache Streuregeln die Dyna-
mik auf einer makroskopischen Skala wiedergeben zu konnen, die den kontinuier-
lichen Bewegungsgleichungen geniigt. Diese Methode ist in vielen naturwissen-
schaftlichen Bereichen zur Beschreibung von Transportphdnomenen erfolgreich
eingesetzt worden. In der filir die komplexe Flugzeugtechnik und die Meteorologie
so wichtigen Hydrodynamik ist es beispielsweise gelungen, durch die ZA-Metho-
de nichtlineare Transportphdnomene, sogenannte Turbulenzen, mit sehr einfachen
Streuregeln qualitativ beschreiben zu koénnen.

Gelingt ndmlich eine Transformation nichtlinearer Differentialgleichungen auf
lokale Streuregeln, die nur ndchste Nachbarzellen berticksichtigen, lassen sich die
urspriinglichen Gleichungen auf vielfaches Ausfithren gleicher elementarer Re-
chenschritte, die parallel abgearbeitet werden kdnnen, zuriickfiihren. Dies erklért
die effiziente Parallelisierbarkeit solcher Algorithmen. Durch die Diskretisierung
in den Ortsraumzellen konnen zudem komplizierte Randbedingungen, die in Bau-
elementen eine wichtige Rolle spielen, in einfacher Weise behandelt werden. Der
inhomogene Ladungstrigertransport in den Halbleiterbauelementen ldsst sich
durch die Einbeziehung der POISSON-Gleichung (verallgemeinertes BOLTZMANN-
PoissoN-Konzept) und der Multigrid-Methode selbstkonsistent behandeln.

Benutzt man dariiber hinaus deterministische anstelle probabilistischer Streu-
regeln fiir die kinetischen Terme in der BOLTZMANN-Gleichung, dann sind auch
quantitativ genaue und zuverldssige Berechnungen der Kenndaten von Bauele-
menten im Sub-um-(nm-)Bereich durchfiihrbar. Auch die in der fiktiven Mikro-
welt auftretenden Artefakte sind abschétzbar. Die Fehler sind nicht mehr nur a
posteriori im Rahmen der eruierten Giiltigkeitsgrenzen iiberpriifbar, sondern alle
relevanten Fehler sind schon vorher, also a priori, abschitzbar. Damit kann man
auch die auftretenden Fehler kontrollieren und minimieren.
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Zu beachten ist allerdings: Solange keine Wechselwirkung (z. B. tiber die
PoissoN-Gleichung) oder transientes Verhalten vorliegt, garantiert das Ergodizi-
tatstheorem im Rahmen der statistischen Ungenauigkeit gleiche Resultate fiir den
Einteilchen- oder den Vielteilchenmodus der MC-Methode. Und in der MC-Me-
thode konnen die Vielzahl der mikroskopischen Streuprozesse und die detaillierte
Bandstruktur des Halbleiters beriicksichtigt werden. Diese Methode liefert die ex-

akte Verteilungsfunktion, mit der dann alle physikalisch relevanten Observablen
ortsaufgelost bestimmt werden konnen.
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Abb. 4.3 Verglsich der Rechenzeit Moste-Carlo und Ginerpasmethode als Funktion des elektrischen Felds:
E%e Rechenzeiten pro Itesation bezichen sich auf homogesen Transpert mit 10.000 Tellchem aaf einer Cray
Y-MPEE. 128 Serial 1004/445. Der Eninialisssrangseed] wird hierbei nichi herllcksichigt. Die Rechenzeiten der
Mosie-Carlo-Methode hingt wetenilich itdrker von der Felduitke ab, als bl der Ginergasechnung. Es kilnnen
s zu dihmal kiirzese Rechenzeiten peeentber der Mooie-Carlo-Methinde erviely werden,

Abb. 5: Vergleich der Rechenzeit Monte Carlo und Gittergasmethode als Funktion des elektrischen
Feldes (aus: Rein, A.: Zelluldre Automaten in der Transporttheorie. Konzepte und Anwendungen.
Diss. A der TU Miinchen, 1995, S. 44)

Allerdings hat die MC-Methode den erwéhnten groflen Nachteil: ihre numerische
Ineffizienz fiir den inhomogenen Halbleitertransport. Denn fiir eine hinreichend
gute Statistik benodtigt man etwa 10000-100000 Teilchen. So sind selbst auf
Hochleistungsrechnern Rechenzeiten von zwei Tagen fiir einen Arbeitspunkt einer
Strom-Spannungs-Linie erforderlich. Um aber auch die mikroskopischen Lo-
sungen der BOLTZMANN-Gleichung ohne enormen Rechenaufwand zu erhalten,
wurden neuen Losungsverfahren entwickelt und angewandt. Ein effizienter Ansatz
wird hier vorgestellt, der die BOLTZMANN-Gleichung im Rahmen der Theorie der
zelluldren Automaten (ZA) exakt 10st und die Rechenzeit um Grofenordnungen
reduziert. Darauf hat schon ACHIM REIN 1995 in seiner Dissertation an der
Technischen Universitidt Miinchen Zellulire Automaten in der Transporttheorie.

Konzepte und Anwendungen, S. 4445, hingewiesen (Abb. 5 und 6).
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Abb. 44 Rechenzeil fir pelbalire Autommen suf Parallelprozessoren eines PewetPC “Parsytec X' plorer”
Es wird elne Gitlergrsrechnung filr homogenen Tramnsport mit 100000 Tellchen und 1000 Derationsn bed einer
Feldstiirke von 10 kViem durchgefiibn. Man findet cine nabezu jdesle (lissane) Skalienmg der Rechenzeit mis
der Anzahl d2r verwendsizn Propessorsn

Abb. 6: Rechenczeit fiir zelluldre Automaten auf Parallelprozessoren eines Power PC ,, Parsytec
X'plorer* (aus: Rein, A.: Zelluldre Automaten in der Transporttheorie. Konzepte und
Anwendungen. Diss. A der TU Miinchen, 1995, S. 45)

VI. Verallgemeinerungen: die Quanten-BOLTZ-
MANN-Gleichungen

Die ,,Quantum kinetic theory™ kann mit kinetischen Gleichungen (Bewegungs-
und Evolutionsgleichungen) flir Dichtematrizen, WIGNER-Funktionen nebst ande-
ren Phasenraum-Quasiverteilungsfunktionen oder fiir thermodynamische GREEN-
Funktionen aufgebaut werden.

Ausgangspunkt ist die quantenstatistische LIOUVILLE-Gleichung, die durch die
geeigneten Erweiterungen, wie z. B. bestimmte Stointegrale, zu den irreversiblen
verallgemeinerten BOLTZMANN-Gleichungen reformuliert werden. Eine Quanten-
BoLTZMANN-Gleichung gentigt fiir viele Zwecke, z. B. in weiten Gebieten der
Halbleiter- und Festkorperphysik, aber auch in der Kern- und Elementarteilchen-
theorie, wobei eventuell das Argument der Verteilungsfunktion durch den Wellen-
zahlvektor zu ersetzen ist.

In der Quanten-BOLTZMANN-Gleichung sind drei Anderungen wesentlich [6]:

1. Die lokale Verteilung ist nicht die BOLTZMANN-, sondern die FERMI-/BOSE-
Verteilung.

2. Die Einteilchen-Dynamik &ndert sich nicht.

3. Einen neuen statistischen Effekt bedingt die Austausch-Wechselwirkung U der
Teilchen.
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Die Quantendynamik eines Quasiteilchens kann in erster Naherung durch die
bekannte (h/2m)*/24-Korrektur beriicksichtigt werden. Die Quanten-BOLTZMANN-
Gleichung hat dann die folgende Gestalt:

) 3
g+£g+a_Ug+h_U(iij £=J(f).

o mor oOrdp 24 \ordp

Das Wirksamwerden der Quantenstatistiken bedingt, dass im BOLTZMANN’schen
StoBintegral die Zahl (oder Wahrscheinlichkeit) der Ubergiéinge zwischen den Zu-
stinden der betrachteten Teilchen nicht nur von der Besetzungswahrscheinlichkeit
eines Anfangszustandes (vor dem Stof}) abhéngt, sondern auch vom angestrebten
Endzustand. GeméB dem PAULI-Prinzip tritt dann im StoBintegral neben dem

Faktor f(k) der Faktor [I— f(k")] fiir den Ubergang k — k' auf. Die von AR-

NOLD SOMMERFELD in seiner Metalltheorie heuristisch ermittelte Quanten-BOLTZ-
MANN-Gleichung sieht dann wie folgt aus:

o po a 3B
L EL LR L = [dpdp dip
ot mor [ap I pdpdpJ(f)

J(f) = W(k:k{|k1':k1')t]1(f)
L) = LED[1= )] fURD[1= f (k)] = fED[1= 1 K]S ED[1= 1/ (k)]

Die Ahnlichkeit der Strukturen von BOLTZMANN- und Quanten-BOLTZMANN-
Gleichung erlaubt den Schluss, dass auch diese mit der ZA-Methode zu 16sen ist.

VII. Modellierung, Simulation und Manipulation
biologischer Membranfunktionen — mit
mikrozelluléiren/nanozelluliiren Automaten

Das bekannte ZA-Konzept kniipft an das Computerkonzept von J. VON NEUMANN
an. Fiir ihn war der Computer ein heuristisches Werkzeug, das erst im kombinier-
ten Einsatz mit dem realen Experiment zum Simulationswerkzeug wird. Als ein
prototypisches Beispiel sei die ZA-Anwendung zur Modellierung und Simulation
der Clusterbildung in einer biologischen Membran genannt. Diese Cluster-Analyse
wird durch die ZA-Methode radikal vereinfacht. In der einfachen Modellierung ist
mindestens ein Mehrkomponenten-Lipid-Protein-System nétig. Die Biomembra-
nen sind aber komplexe Systeme. Daher sind die fiir komplexe Systeme zuge-
schnittenen ZA ein geeignetes Mittel zu deren Beschreibung.

Die Modellierung der Biomembran ist mit einem Zustandsraum und einem
konkreten biologischen Rahmen verkniipft. Der Zustandsraum umfasst verschie-
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dene Lipidsorten und einen Proteintyp mit zwei Zustdnden (aktiv, inaktiv). Deren
Konkretionen sind Transport- und Ionenkandle. Damit ist der Struktur-Funk-
tionszusammenhang — Clusterbildung und Transportfunktion — in der Membran-
modellierung enthalten. Ein einfaches ZA-Regelwerk kann fiir das Wechselspiel
dieser Komponenten in diesem Kontext aufgestellt werden. Regelvariationen las-
sen sich relativ schnell formulieren, implementieren und in ihrer Brauchbarkeit
bewerten.

Das wesentliche Kriterium ist dabei: Fiihren die Regeln auf eine Dynamik, die
mit den experimentellen Befunden im Einklang sind?

Die Standardmodellierung benutzt die energetische und die thermodynamische
Methode. Die Energiefunktion der Lipide (ihre innere Energie, Bindungsenergien
benachbarter Lipide) ermdglicht die Ableitung der ZA-Regeln aus den thermo-
dynamischen Ubergangswahrscheinlichkeiten. Entscheidend ist der Vergleich der
Lipidenergie mit dem bekannten typischen thermischen Energiebetrag k7' (BOLTZ-
MANN-Faktor). Die mathematische Modellierung benutzt hingegen fiir die model-
lierte Kunstmembran ein einfaches Regelsystem, dass auf wenigen Annahmen zur
homogenen oder inhomogenen Lipidumgebung und zur zugelassenen Protein-
kooperation beruht. Schon bei einer Simulation mit 30-30 Elementen und den vom
Pseudozufallsgenerator ausgewdéhlten Anfangszustéinden ergab sich iterativ eine
Zeitreihe mit nichttrivialen dynamischen Effekten, die am realen Membran-
verhalten getestet wurden. Es zeigten sich die erwarteten deutlichen Bewegungs-
einschrinkungen (Reaktionsraum) der Proteine auf die Schlduche in der Membran
(Grenzbereich zwischen den Clustern).

Durch den Einsatz der geeignet BOLTZMANN-Gleichung mit den zuge-
schnittenen Modell-Relaxationsgliedern kann man solche Modelle erweitern, da
die hinzugewonnene typische physikalische Information reformulierte ZA-Regeln
ableiten ldsst. Uberzeugend sind dabei die einfachen Naherungen der BOLTZ-
MANN-Gleichung, z. B. die Diffusion oder die Teilchen-Wanderung (mit oder
ohne Sprung) im treibenden duleren Kraftfeld.

Eine interessante und in der ASG behandelte Erweiterung der Modellierung
und Simulation von Biomembranfunktionen ist die kontrollierte Manipulation
dieser ZA der Biomembranen durch sogenannte MZA/NZA-Verbinde [7]. Dabei
soll mit den mikroskopischen/nanoskopischen Akteuren das Membranverhalten
verdandert werden. Parallel zum Membranzustandsmodell wird dabei untersucht,
wie z. B. Locher unter bestimmten Bedingungen in die Membran eingefligt oder
repariert werden kdnnen. Hierbei arbeiten die mikrozelluldren/nanozelluldren Au-
tomaten (MZA/NZA) gegen den Trend des lokalen thermodynamischen Gleich-
gewichtes in der Membran — durch Hinzunahme externer oder erlernter Infor-
mation.

Diese Akteure sind auch ZA, ndmlich mikroskopische oder nanoskopische. Im
Gegensatz zur festen Membranstruktur mit MOORE-Nachbarschaft [8] sollen diese
aber eine lose Topologie besitzen, d. h., die Akteure kdnnen ihre Nachbarschaft
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mit der Zeit dndern. In Kenntnis des lokalen Membranzustandes sollen sie — extern
gesteuert — veranlasst werden, bestimmte Aktionen, z. B. Locher ,,bohren* oder als
Enzymschere fungieren — nach einem einheitlichen Regelwerk ausfiihren. Damit
kann auch ein kollektives, synergetisches Verhalten zustande kommen.

u_l:| = [ h] .: I —

Abb. 7: ZA-Nachbarschaften — a) VON NEUMANN, b) MOORE (aus:[8], S. 36)

VIII. Nanozellulire Automaten, BOLTZMANN-
Transport und die Zuverlissigkeit

Von Interesse fiir die ASG ist auch die hier dargestellte konzeptionelle Ent-
wicklung einer einfachen evolutiondren Beschreibung (bio)komplexer Systeme
und ihrer Zuverldssigkeit. Sie wird inhaltlich ausgestaltet mit der Methode der zel-
luldren Automaten und der auf der BOLTZMANN-Gleichung basierenden Trans-
porttheorie.

Zuerst war es nur ein Vortrag zum erweiterten ZA-Thema ,,Simulation of bio-
complex systems with NanoCellular Automata Swarms and their Reliability” (EI-
SENBERG, W.; RENNER, U.; ARNOLD, K.; BORAN, R.) auf dem ersten Internationa-
len Kongress zur Mikro- und Nanozuverldssigkeit in den Anwendungen der
Schliisseltechnologien (MicroNanoRealibility 2007, Berlin, 2. —5.September —
wird verdffentlicht).

In diesem Vortrag konnte ich in einem Ausblick auf eine Konzeption der Zu-
verldssigkeit hinweisen, die auf einer Analogie zur Struktur der Trans-
portgleichung vom BOLTZMANN-Typ basiert. Denn es gibt eine enge mathemati-
sche Analogie zwischen dem physikalischen Transport in einem Medium und dem
dynamischen Fehler- und Reparaturverhalten in einem System. Wichtig sind dabei
die Ereignis- und die Stofldichte. Die Ereignisdichte wird beschrieben durch die
BOLTZMANN-Gleichung. Unterstiitzt werden diese Uberlegungen zum Konzept
der Zuverldssigkeit durch einen Vergleich der Berechnungsmodelle [9] (Abb. 8).
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Berechnung reparierbarer Systeme — Vergleich der Berechnungsmodelle
In der Tabelle sind die Berechnungsmidelle in ciner Obersicht rassmmengesteli
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Abb. 8: Berechnung reparierbarer Systeme — Vergleich der Berechnungsmodelle (aus: [9])
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Zumeist wird die Transportgleichung vom BOLTZMANN-Typ durch die Monte-
Carlo-Methode geldst. Aber wie oben schon gezeigt wurde, kann diese effektiver
durch die ZA-Methode geldst werden. Die Akzeptanz dieser konzeptionellen Ent-
wicklungsidee in der Diskussion auf dem 1. Weltkongress fiir Mikro- und Nano-
zuverlassigkeit implizierte eine Weiterentwicklung des Konzeptes zur Zuverlassig-
keitsanalyse, die dynamische Zuverldssigkeitsanalyse. Da die BOLTZMANN-Glei-
chung mit der ZA-Methode geldst werden kann, ergibt sich zudem eine konsisten-
te Beschreibung biokomplexer Systeme und ihrer dynamischen Zuverléassigkeit.
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Abb. 9: Simulationsergebnisse (Experiment) der Single-File-Diffusion (aus: [10])

Der néchste Schritt war der Bericht Ein ZA-basiertes Modell zur Simulation der
Single-File-Diffusion mittels MPI in Cluster-Rechnern auf dem 3. Workshop
,,@rid-Technologie flir den Entwurf technischer Systeme* (Fraunhofer-Institut fiir
Integrierte Schaltungen, Dresden, 12. Oktober 2007). Eine Simulation fir die
Single-File-Diffusion mit der ZA-Methode wurde diskutiert und computertech-
nisch ausgewertet. Es wurde klar, dass die ZA-Methode fiir qualitative und quanti-
tative Analysen praktischer Probleme einsetzbar ist.
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Im folgenden Schritt, im Vortrag ,,Simulation komplexer Systeme mit zellula-
ren Automaten und ihre Zuverléssigkeit™ auf der MicroCar 2008 , Mikrowerkstof-
fe, Nanowerkstoffe fiir den Automobilbau* (Leipzig, 27. Februar 2008), konnte
ich iiber die ersten Resultate von ZA-Anwendungen fiir die Single-File-Diffusion
berichten. Solch eine anomale Diffusion findet z. B. bei der heterogenen Katalyse
statt (Zeolith). Das ZA-Modell war ein Sprung-Modell mit ca. 1 Million Teilchen.
Die ZA-Zustinde waren ,,leer”, ,,voll*, ,,geh nach links®, ,,geh nach rechts* usw.
Die Nachbarschaft wurde ausgedehnt auf zwei rechte und zwei linke Nachbarn.
Die ZA-Regeln wurden kombinatorisch abgeleitet. Die Reduktion der Rechenzeit
auf den Sekundenbereich ist auch interessant fiir das o. g. dynamische Zuver-
lassigkeitskonzept, insbesondere die Ergebnisse der Single-File-Diffusion bei klei-
nen Zeiten [10] (Abb. 9).

Der Vorteil der ZA-Methode sind Plausibilitdt und Flexibilitét mit zusdtzlichen
Regeln, auch fiir Grenzeffekte. Es sind auch Modell-Erweiterungen denkbar, z. B.
Asymmetrien bei angelegten duferen Feldern.

Diese dynamische Zuverldssigkeitsanalyse auf der Basis der Transportglei-
chung vom BOLTZMANN-Typ und der zelluldren Automaten kann Schritt flir
Schritt erweitert werden fiir biokomplexe Systeme, mit halbempirischen oder se-
miklassischen Anwendungen und anderen Methoden, wie z. B. die Methode der
ereignisorientierte Simulationen.

IX. Bilanz und Ausblick

Die Bilanz meiner bisherigen wissenschaftlichen Laufbahn ist geprigt worden
durch ein vom Jubilar initiiertes, vielseitig anwendbares und verallgemeinerungs-
wiirdiges Forschungsthema ,,.Die BOLTZMANN-Gleichung und ihre Losungen®.
Deshalb ist es auch beruhigend und rechtfertigt im Nachhinein die intuitive Ent-
scheidung fiir diesen Forschungsweg, wenn im einfachsten Grenzfall, z. B. der
Storstellenstreuung von Ladungstrégern in Halbleitern, das Ergebnis der BOLTZ-
MANN-Gleichungs-Behandlung im KUBO-Formalismus bestdtigt werden kann.
Natiirlich ist der KuBo-Formalismus quantenmechanisch besser begriindet. Daher
hat es die Weiterentwicklung und die stufenweise Verallgemeinerung der ur-
spriinglichen Forschungsthematik gegeben: Von der (semi)klassischen zur quanti-
sierten BOLTZMANN-Gleichung: Variationsprinzipien, Dichtematrizen und zellula-
re Automaten.

Die Realisierung des Themas hat im Forschungsstudium begonnen und wurde
im dezentralisierten und zufillig strukturierten ,,Gro3forschungszentrum® im mit-
teldeutschen Raum nach 1990 fortgesetzt. Dabei konnte physikalische Intuition
mit Zielstrebigkeit, Ausdauer, Teamwork, weitsichtiger Betreuung, Unterstiitzung
durch den Jubilar und giinstigen oder deutlich weniger giinstigen Entwicklungs-
umsténden verkniipft werden. Leider konnte die im damaligen Wissenschafts-
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zentrum Leipzig begonnene Projektentwicklung zur heterogenen Katalyse (REN-
NER, U.; EISENBERG, W.; VOITA, G.) mit einem zur Entwicklung einer fraktiona-
len BOLTZMANN-Gleichung noch nicht fortgefiihrt werden. Das betriftt ebenso die
Fuzzy-Darstellung dieser Thematik oder die mit der Analyse der Mehrfachpendel
begonnene und jetzt wieder belebte Chaosforschung.(siche z. B. [11] Quanten-
chaos). Hoffnungsvoll erscheint mir die ZA-Forschung im Kontext der Beschrei-
bung komplexer (Bio-)Systeme, der Zuverldssigkeitsanalyse und Energiesysteme.
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